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[image: image3.wmf]
продовження


Якщо функція задана таблицею, то до області її визначення належать усі значення [image: image4.wmf]x

, указані в таблиці. Для значень [image: image5.wmf]x

, яких немає в таблиці, функція може бути і не визначена.

Якщо функція задана графічно, то її область визначення складається з тих значень незалежної змінної, для яких побудовано графік.

Якщо функція задана аналітично, то її область визначення знаходять як множину всіх значень [image: image6.wmf]x

, для яких формула, що задає функцію, має смисл.

Наприклад, якщо вираз, що задає функцію, містить дріб або корінь парного степеня, то для знаходження області визначення функції потрібно вилучити з множини дійсних чисел ті значення [image: image7.wmf]x

, для яких знаменник дробу перетворюється в нуль, або ті значення [image: image8.wmf]x

, для яких підкореневий вираз від’ємний.

Для відшукання області визначення функції не слід попередньо здійснювати перетворення виразу, яким задано функцію.
Завдання 1. Знайти область визначення функції:
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Розв’язання
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 має смисл, якщо підкореневий вираз невід’ємний, тобто

[image: image36.wmf]0

5

3

2

3

³

+

-

x

x

x

,

[image: image37.wmf](

)

(

)

0

1

5

³

-

-

x

x

x

.

Розв’яжемо дану нерівність методом інтервалів.
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 має смисл, якщо підкореневий вираз невід’ємний, тобто
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Завдання 2. Знайти найменше ціле значення аргументу з області визначення функції:
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Розв’язання

Щоб дана функція була визначена, повинна виконуватися нерівність: 
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Розв’яжемо методом інтервалів дану нерівність.
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Отже, [image: image62.wmf](
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Найменше ціле значення аргументу з області визначення функції [image: image63.wmf]2
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Завдання 3. Знайти область визначення функції:
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Розв’язання

а) Область визначення логарифмічної функції – множина тих значень аргументу, для яких вираз, що стоїть під знаком логарифма, додатний.
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Дріб втрачає смисл, якщо знаменник дорівнює нулю.
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Маємо систему:
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б) Функція має смисл, якщо вираз, що стоїть під знаком логарифма, додатний, тобто
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Отже, маємо систему нерівностей:
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в)  Вираз має смисл, якщо підкореневий вираз [image: image88.wmf]6
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Тому маємо систему нерівностей:
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г) Для знаходження області визначення функції розв’яжемо систему:
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ґ) Для знаходження області визначення функції розв’яжемо систему:
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д) Щоб функція була визначена, повинна виконуватися нерівність:
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Область значень функції – це множина значень, яких функція набуває для всіх значень аргументу з області значення.

Область значень функції може складатися з окремих точок, однієї точки, одного чи кількох інтервалів, з множини всіх дійсних чисел.
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Завдання 1. Знайти область значень функції:
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Розв’язання
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Із рівності випливає, що значенням змінної [image: image158.wmf]x

 відповідають тільки ті значення змінної [image: image159.wmf]y

, для яких [image: image160.wmf]0
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. Розв’язавши цю нерівність, отримаємо, що [image: image161.wmf]2
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Отже областю значень функції є інтервал [image: image162.wmf](
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Другий спосіб

Оскільки графік показникової функції [image: image163.wmf]x
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Відповідь. [image: image167.wmf](
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б) Оскільки [image: image168.wmf]1
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Відповідь. [image: image172.wmf][
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в) Перетворимо функцію[image: image173.wmf]2
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Відповідь. [image: image179.wmf][
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Числова множина [image: image180.wmf]X

 називається симетричною, якщо для будь-якого [image: image181.wmf]X
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 число [image: image182.wmf]X
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.

Функція [image: image183.wmf]f

, визначена на симетричній множині [image: image184.wmf]X

, називається парною, якщо для будь-якого [image: image185.wmf]X
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 виконується рівність

[image: image186.wmf](
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Функція [image: image187.wmf]f

, визначена на симетричній множині [image: image188.wmf]X

, називається непарною, якщо для будь-якого [image: image189.wmf]X
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 виконується рівність

[image: image190.wmf](
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З означень парної і непарної функцій випливає, що втрачає смисл розгляду парність чи непарність, визначеної на несиметричній множині. Умова симетричності області визначення функції є необхідною для того, щоб функція могла бути парною чи непарною. Але вона не є достатньою.

Функції, що не є ані парними, ані непарними, називаються функціями, що не мають властивостей парності.

Довільну функцію [image: image191.wmf](
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, визначену на симетричній множині, можна подати у вигляді суми парної і непарної функцій:

[image: image192.wmf](
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де перший доданок – парна функція, а другий – непарна функція, і таке подання – єдине.
Завдання 1. Довести, що функція парна:

а) [image: image193.wmf]x
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б) [image: image194.wmf]2
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Розв’язання
а) Область визначення функції – множина всіх дійсних чисел. Вона симетрична відносно початку координат.

Крім того,

[image: image195.wmf](
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для будь-якого [image: image196.wmf]R
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б) Знайдемо область визначення даної функції:
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Отже, [image: image199.wmf](
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Тому область визначення функції – симетрична.

Крім того,

[image: image200.wmf](
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Отже, функція [image: image201.wmf]2
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Завдання 2. Довести, що функція [image: image202.wmf](
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Розв’язання

Функція визначена на множині [image: image203.wmf](
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, тобто її область визначення симетрична відносно початку координат.

Крім того,
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для будь-якого [image: image205.wmf]R
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Отже, функція [image: image206.wmf](
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Нехай функція [image: image207.wmf](
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 визначена на множині [image: image208.wmf]X
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 називають періодичною з періодом [image: image217.wmf]T

.

Якщо періодична функція має період [image: image218.wmf]T

, то вона має нескінченну множину періодів: [image: image219.wmf]T
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, …. Найменший із додатних періодів (якщо він існує) називають головним періодом періодичної функції. Якщо періодична функція має головний період [image: image224.wmf]0
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, то будь-який інший її період – кратний [image: image225.wmf]0
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. Слід пам’ятати, що найменшого додатного періоду функція може і не мати.
Завдання. Знайти період функції:

а) [image: image226.wmf]x
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Розв’язання

а) Перший спосіб
Перетворимо функцію:

[image: image232.wmf](
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Отже, функція періодична з періодом [image: image233.wmf]2
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Другий спосіб.

Період тригонометричних функцій [image: image234.wmf](
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Тому для даної в умові функції

[image: image237.wmf]2

4

2

p

p

=

=

T

.

Відповідь. [image: image238.wmf]2
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б) Відомо, що функція [image: image239.wmf]x
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 має  найменший додатний період [image: image240.wmf]p
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Перший спосіб
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Тому [image: image242.wmf]4
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Другий спосіб
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Відповідь. 4.
в) Відомо, що функція [image: image244.wmf]x
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 має  найменший додатний період [image: image245.wmf]p
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Перший спосіб
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Другий спосіб
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Відповідь. [image: image249.wmf]5
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г) Відомо, що функція [image: image250.wmf]tgx
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 має  найменший додатний період [image: image251.wmf]p

.

Перший спосіб
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Тому [image: image253.wmf]3
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Другий спосіб
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Відповідь. [image: image255.wmf]3
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ґ) Перетворимо функцію:
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Перший спосіб

[image: image257.wmf](
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Тому [image: image258.wmf]3
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Другий спосіб
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Відповідь. [image: image260.wmf]3
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д) Перетворимо функцію: 
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Відомо, що функція [image: image262.wmf]x
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 має  найменший додатний період [image: image263.wmf]p
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.
Перший спосіб

[image: image264.wmf](
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Другий спосіб
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Третій спосіб

За означенням періодичної функції

[image: image267.wmf](
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Тому [image: image270.wmf]n
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Отже, найменший додатний період
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Відповідь. [image: image273.wmf]p

.


Нулем функції називаються ті значення [image: image274.wmf]x

, для яких значення функції дорівнюють нулю.

З геометричної точки зору нулі функції – це абсциси точок, в яких графік функції перетинає вісь [image: image275.wmf]x

 або дотикається до неї. При переході через ці точки функція змінює знак. Функція може змінювати знак і при переході через точку розриву. Якщо графік функції тільки дотикається до осі [image: image276.wmf]x

, то в точці дотику функція знак не змінює.

Щоб знайти нулі функції [image: image277.wmf](
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 потрібно розв’язати рівняння [image: image278.wmf](
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. Дійсні корені цього рівняння і є нулями функції [image: image279.wmf](
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.

Нехай розв’язками рівняння [image: image280.wmf](
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 є числа [image: image281.wmf]1
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. Вони розбивають область визначення функції [image: image284.wmf](
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 на інтервали, причому на кожному з них функція визначена і не перетворюється в нуль. На інтервалах, де функція не має ані нулів, ані точок розриву, знак функції не змінюється. Такі інтервали називаються інтервалами знакосталості.
Щоб визначити знак функції для всіх точок інтервалу знакосталості, достатньо визначити знак функції в довільній точці цього інтервалу. Якщо область визначення функції складається з кількох інтервалів знакосталості, то дослідження знаків функції проводиться окремо на кожному інтервалі.
Завдання 1. Знайти нулі функції:
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д) [image: image290.wmf]3
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.
Розв’язання

а) Область визначення функції – множина всіх дійсних чисел. Щоб знайти нулі функції, розв’яжемо рівняння:
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б) Розв’яжемо рівняння:
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Відповідь. [image: image305.wmf]7

3

-

; 0.
в) Знайдемо область визначення функції.

Для цього розв’яжемо нерівність:
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Щоб знайти нулі функції, розв’яжемо рівняння:
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Знайдені значення [image: image313.wmf]x

 належать області визначення функції.
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г)  Знайдемо область визначення функції.

Для цього розв’яжемо нерівність:
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Щоб знайти нулі функції, розв’яжемо рівняння:

[image: image319.wmf]0

1

1

2

log

5

=

+

-

x

x

,

[image: image320.wmf]1

1

1

2

=

+

-

x

x

,

[image: image321.wmf]0

1

2

=

+

-

x

x

,

[image: image322.wmf]2

=

x

, [image: image323.wmf]1

¹

x

.

Знайдене значення [image: image324.wmf]x

 належить області визначення функції.

Відповідь. 2.
ґ)  Знайдемо область визначення функції.

Для цього розв’яжемо нерівність:
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Розв’яжемо рівняння:
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Знайдене значення [image: image333.wmf]x

 належить області визначення функції.

Відповідь. –2.
д) Знайдемо область визначення функції:
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Розв’яжемо рівняння:
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Знайдені значення [image: image341.wmf]x

 належить області визначення функції.
Завдання 2. Знайти проміжки знакосталості функції
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Розв’язання

Знайдемо область визначення функції:
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Знайдемо точки, в яких функція перетворюється в нуль. Для цього розв’яжемо рівняння:
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Тоді дослідження знаків функції будемо проводити на таких інтервалах:
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Завдання 3. Знайти проміжки, на яких функція
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набуває додатних значень.

Розв’язання

 Знайдемо область визначення функції
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Розв’яжемо рівняння:
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Тоді дослідження знаків функції будемо проводити на таких інтервалах:
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Нехай [image: image377.wmf]5
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Тому функція набуває додатних значень, тобто [image: image379.wmf]0
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Завдання 4. Знайти максимум функції
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Отже, максимум функції дорівнює [image: image386.wmf]2
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Відповідь. [image: image387.wmf]2
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Завдання 5. Знайти найбільше і найменше значення функції:
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Розв’язання

а) Запишемо дану функцію у вигляді
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Отже, найбільше значення функції дорівнює [image: image396.wmf]2

, а найменше дорівнює [image: image397.wmf]2
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Відповідь. [image: image398.wmf]2
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б) Запишемо дану функцію у вигляді

[image: image400.wmf](

)

x

x

x

x

x

x

x

x

x

f

2

cos

2

1

2

1

2

2

cos

1

cos

sin

sin

cos

sin

2

cos

2

2

2

2

2

+

=

+

=

=

=

+

-

=

+

=

.

Оскільки 
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Отже, найбільше значення функції дорівнює 1, а найменше 0.

Відповідь. 1; 0.
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Помножимо останню нерівність на [image: image409.wmf]0
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Тому найбільше значення функції дорівнює 1, а найменше дорівнює [image: image414.wmf]25
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Завдання 1. Побудувати графіки функції.
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Розв’язання
а) Запишемо дану функцію у вигляді:
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Будуємо графіки функцій:

1) [image: image434.wmf]x

y

1

1

=

;

2) [image: image435.wmf]1

1

2

-

=

x

y

– паралельне перенесення графіка [image: image436.wmf]x

y

1

1

=

 на [image: image437.wmf]1

1

1

=

=

c

d

 одиниць вздовж осі [image: image438.wmf]x

 вправо;
3) [image: image439.wmf]1

2

3

-

=

x

y

 – розтяг графіка [image: image440.wmf]1

1

2

-

=

x

y

 вздовж осі [image: image441.wmf]y

пропорційно до коефіцієнта
[image: image442.wmf](

)

2

1

3

1

1

1

3

1

1

2

2

=

+

-

=

-

×

-

×

-

=

-

c

ad

bc

,

тобто у два рази;
4) [image: image443.wmf]1

2

3

4

-

+

=

x

y

 – паралельне перенесення графіка [image: image444.wmf]1

2

3

-

=

x

y

 на [image: image445.wmf]3

1

3

=

=

c

a

 одиниці вздовж осі [image: image446.wmf]y

 вгору.

б) Будуємо графіки функцій:
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в) Будуємо графіки функцій:
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г) Будуємо графіки функцій:
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ґ) Будуємо графіки функцій:
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д) За означенням модуля запишемо функцію у вигляді:
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є) За означенням модуля запишемо функцію у вигляді:
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ж) За означенням модуля запишемо функцію у вигляді:
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1. Знайти область визначення функції:
а) [image: image494.wmf](
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2. Знайти область значень функції:
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3. Довести, що функція парна або непарна:
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4. Знайти період функції:
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5. Знайти нулі функції:
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6. Знайти проміжки знакосталості функції:
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8. Знайти найменше та найбільше значення функції:
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9. Побудувати графік функції:
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